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Комментарий к ЛТР 
В  Пособиях 1 и 2 мы использовали предположение о полном термодинамическом рав-
новесии  (ПТР),  которое применительно к звездным атмосферам  (ЗА) реализовывалось 
в виде предположения о локальном термодинамическом  равновесии (ЛТР).   Ранее мы 
показали, что при ПТР поле излучения будет планковским. Что касается компонент сре-
ды (фотоны и частицы), то между ними должен  происходить большой обмен энергией.  
Применительно к частицам  это означает, что для установления ПТР должны быть ин-
тенсивные соударения между частицами, т.е. ударные скорости Сij должны быть вели-
ки.  Вообще для соблюдения ПТР должен выполняться следующий  жесткий принцип  
детального баланса: равенство числа прямых процессов числу обратных процессов.  Это 
ведет к установлению равновесных функций распределения. Эти функции следующие. 
 Распределение частиц  по энергетическим уровням. 
      Принцип детального баланса применительно к переходам между уровнями означа-
ет, что 
 Здесь  Ni  и  Nj  есть населенности уровней, а  Rij  и   Rji  есть скорости радиационных пе-
реходов между этими уровнями (прямых и обратных). Эти скорости через коэффициен-
ты Эйнштейна  равны 
                                                                                                                                          
Поле излучения здесь является планковским.  Если  теперь  в  (1)  и (2)  вставить следу-
ющие соотношения 
 
 то в итоге для населенностей получаем больцмановское распределение по энергетиче-
ским уровням:  
 
Вывод формулы Больцмана на основе классических представлений дан в Дополнении. 
Распределение частиц по степеням ионизации. 
     Для процессов фотоионизации и фоторекомбинации, которые обеспечивают степень 
ионизации,  используется также принцип детального баланса (1).  Только в этом случае 
индекс i  соответствует определенному уровню атома (иона) в одной степени иониза-
ции,  а индекс  j  cоответствует  состоянию атома (иона) в следующей степени иониза-
ции. Обозначим это состояние как k. 
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     Отсылая читателя за деталями к книге Михаласа (стр. 177-179),  для процессов фо-
тоионизации и фоторекомбинации  используем следующие формулы: 
 
 
Здесь aik  сечение перехода (или коэффициент поглощения в континууме в расчете на 1 
атом).  Интегрирование ведется с предельной частоты ионизации до бесконечности.  
После подстановки этих выражений в (1) и проведения простых преобразований полу-
чим, что 
Мы получили равновесное распределение  для двух степеней ионизации, то есть рас-
пределение Саха. Иной вывод формулы Саха дан в Дополнении. 
Максвелловское  раcпределение частиц по скоростям.   
      Вывод этого распределения был изложен в  Дополнении. Поэтому мы остановимся  
на применимости этого распределения к ЗА.  Уже несколько раз отмечалось, что равно-
весное распределение по скоростям  устанавливается при интенсивных столкновениях 
частиц. Причем  один тип ударов способствует установлению такого распределения, а 
другой тип, наоборот, препятствует этому. С этой точки зрения все столкновения можно 
проклассифицировать таким образом.  
  Упругие  столкновения, при которых суммарная кинетическая энергия частиц до 
удара и после удара остается постоянной. Другими словами, при таких ударах не 
изменяется внутренняя энергия частиц. Пример таких ударов это столкновения 
свободных электронов. Перераспределение энергии между электронами спо-
собствует установлению равновесного распределения по скоростям. Подробно-
сти об этом см. в курсе статистической физики. 
 Неупругие столкновения, при которых внутренняя энергия частиц изменяется.  
При этом  такие удары (с передачей энергии)   приводят к перераспределению 
скоростей ударяющих частиц   в сторону меньших скоростей.   Примеры таких 
столкновений следующие. При столкновении свободного электрона с атомом 
может произойти  ударное  возбуждение или ионизация (т. е. изменяется внут-
ренняя энергия частицы и энергия электрона). При  рекомбинации число свобод-
ных электронов уменьшается  и, как следствие, уменьшается число упругих 
столкновений. Все это ведет к нарушению равновесного распределения по ско-
ростям. Поэтому вопрос о выполнимости равновесного распределения частиц по 
скоростям это вопрос о конкуренции упругих и неупругих столкновений. Для это-
го можно сравнить средние времена между упругими столкновениями t1 и меж-
ду неупругими столкновениями  t2. Отсылая читателя за деталями к книге Миха- 
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ласа, приведем лишь итоговый результат. Было показано, что для условий в ЗА 
выполняется следующее соотношения:  t1/t2~10
3 – 107. Таким образом,  неупру-
гие столкновения не могут по своей эффективности  сильно нарушать устанавли-
ваемое упругими ударами равновесное распределение по скоростям. Итак: рас-
пределение Максвелла в ЗА выполняется с большой точностью!  
      Выше шла речь, в основном, об электронах. Но возникает вопрос: выполняется ли 
распределение Максвелла  и  для других частиц (атомов и ионов) и при одинаковой 
температуре (Tion=Te).  Теория  и  эксперименты с плазмой  показывают, что при пара-
метрах Ne>10
10 и  5000<Te<100 000  различие в температурах очень мало: |Te-Tion|~10
-3Te.  
Отсюда вывод:  равновесное распределение по скоростям выполняется  для ионов и 
атомов. 
      Применительно к системе «частицы + фотоны» ПТР устанавливается, если происхо-
дит сильный обмен между полем излучения и кинетической энергией частиц.   Однако 
можно привести много аргументов в пользу того,  что предположение о ЛТР является 
априорным и не имеющим достаточного физического обоснования. Мы приведем 
лишь несколько аргументов. 
Аргументы против ЛТР 
Аргумент 1.   
      Поскольку ТР устанавливается в результате сильного обмена энергиями при соуда-
рениях частиц, то следует оценить  относительную роль таких ударов по сравнению с 
обменом энергией  между полем излучения и средой. В простом  варианте ударные 
скорости  Cij  определяются как 
Скорость конкурирующих  радиационных переходов  приближенно оценивается как 
 
Поскольку в ЗА электронное давлении невелико, а температура излучения достаточно 
велика, то в среднем имеем, что  Rij>>Cij . Это, разумеется,  не способствует установле-
нию ЛТР в ЗА.  
      Приведенные соображения  помогают  нам очень приближенно  оценить,  для каких 
звезд отклонения от ЛТР могут быть значимыми.  Прежде всего,  ясно, что чем выше 
эффективная температура,  тем больше вероятность наличия не-ЛТР эффектов.  Далее, 
если поглощение очень сильно (например, в ядрах  линий или в ультрафиолете),  то это 
означает, что видимый спектр образуется в более высоких слоях атмосферы, где кон-
центрация ударяющихся частиц мала. Резюме: таким диапазоном звезд, удовлетворя-
./~ TNC eij
.1    ,~ TRij
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ющим этим двум условиям, является звезды с Teff>10 000  K (O,B,F - звезды и сверхгиган-
ты). 
Аргумент 2.    
      Для возможности установления ТР важно соотношение между длиной свободного 
пробега фотона и длиной свободного пробега частицы (электрона). Напомним, что в 
Пособии 1 длину свободного пробега фотона мы оценили как  Δsфотон~1/α=1/(α'ρ). Со-
ответственно время прохождения фотоном этого расстояния будет равно tфо-
тон~1/(αc)=1/(α'ρc). В этих формулах   есть коэффициент поглощения в расчете на еди-
ницу длины (см. Пособие-1 ).  Cреднее расстояние между столкновениями  определено 
в Пособии 1: Δsчаст~1/(σN). Соответственно время между столкновениями равно 
tчаст~1/(σNV). Величина σ  является сечением соударения с размерностью см
2,  a V есть 
скорость частиц. 
      Для дальнейших  оценок возьмем слой солнечной атмосферы на глубине τ 5000=1 (см. 
справочник «Астрофизические величины»,  стр.236), у которого следующие характери-
стики:  
 
Тогда средняя длина свободного пробега для атома водорода  будет равна 
 
Время прохождения этого пути tчаст  равно 
 
Средняя длина пробега фотона оценивается так: 
 
Время прохождения этого пути 
 
Из этих оценок можно сделать следующие выводы. 
1)  Видно, что   ∆sфотон >> ∆sчаст.  Это означает, что поле излучения  в данной точке опре-
деляется не локальными свойствами среды в этой точке, а свойствами среды в очень 
удаленной точке. Поэтому гипотеза локального термодинамического равновесия для 
поля излучения не выполнима  для  ЗА.  
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2)  Два факта  ( ∆sчаст<<∆sфотон  и  tчаст<<tфотон) свидетельствуют эффективности столкно-
вений, что приводит к установлению состояния частиц в ЛТР.  
 3) Попутно заметим, что указанные соотношения ( ∆sчаст<<∆sфотон  и  tчаст<<tфотон) под-
тверждают вывод  Пособия-1 о незначительной роли переноса энергии теплопроводно-
стью путем столкновений по сравнению с переносом энергии излучением. 
Аргумент  3.   
      К этому надо добавить следующее. Из-за большой длины пробега фотона, он будет 
сильно "чувствовать" наличие верхней границы атмосферы.  Вероятность выхода фото-
на из разных слоев  будет разная из-за разной вероятности поглощения:  малая для глу-
боких слоев и высокая - для поверхностных слоев.  В  поверхностных слоях может ока-
заться недостаток квантов, которые могут вызвать фотовозбуждение.  Поэтому число 
актов фотовозбуждения  будет меньше числа обратных спонтанных переходов,  кото-
рые  не зависят от числа фотонов.  А это означает, что принцип баланса нарушается! Все 
это также приводит к тому, что и поле излучения будет сильно отклоняться от планков-
ского. 
Аргумент 4. 
      Возьмем для примера верхнюю  границу  ЗА  с  отсутствующим падающим на нее 
излучением.  При ЛТР для двухуровенного атома его населенности должны быть рав-
новесными и должно соблюдаться условие детального баланса:   
                                                                                                                                           
При  ЛТР  ударные процессы компенсируются, т.е. 
                                                                                                                                          
Тогда уравнение (3) перепишется так: 
                                                                                                                                          
При отсутствии  падающего сверху излучения  и при ЛТР средняя интенсивность равна 
  
Тогда для радиационных скоростей имеем: 
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Напомним (см. Пособие 2), что здесь мы использовали коэффициенты Эйнштейна, рас-
считанные на интенсивность. Используя соотношения 
 
                                                                                                                                          
 
и подставляя их  в уравнение баланса  (3),  имеем 
 Этим показывается полная концептуальная несостоятельность ЛТР приближения !  
Аргумент  5.  
      Теперь  на уравнение  (5) посмотрим  следующим образом.  Предположим, что поле 
излучения не является планковским, но населенности уровней остаются равновесными. 
Тогда  (5)  запишется следующим образом 
 
 
После подстановки в это равенство выражений  (6)  приходим к выводу, что больцма-
новская  населенность обязательно приводит к тому, что интенсивность должна быть 
только планковской.  Обратное утверждение также справедливо. 
Аргумент 6. 
Рассмотрим для примера  трехуровенный  атом (рис. 1),  у которого радиационный пе-
реход 1-3 более вероятен, чем переход 1-2 (это происходит, например, когда уровень 2 
является метастабильным). В случае предположения о детальном балансе переходы 
между всеми уровнями должны компенсировать друг друга (см. левую часть рисунка). 
Это действительно происходит, если эти переходы контролируются столкновениями. Но 
если эти переходы контролируются полем излучения, то переходы  1-2 и 2-1, являющи-
еся по нашей модели маловероятными, вызовут перенаселение уровня 2 по сравнению 
с ЛТР.                                                                                                                        
.  
 
Рис. 1.    Модель трехуровенного 
атома с "interlocking" эффектом 
(6)                                                .              
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Аргумент 7. 
      Рассмотрим для примера  трехуровенный  атом (рис. 1),  у которого радиационный 
переход 1-3 более вероятен, чем переход 1-2 (это происходит, например, когда уровень 
2 является метастабильным). В случае предположения о детальном балансе переходы 
между всеми уровнями должны компенсировать  друг друга (см. левую часть рисунка). 
Это действительно происходит, если эти переходы контролируются столкновениями. Но 
если эти переходы контролируются полем излучения, то переходы  1-2 и 2-1, являющи-
еся по нашей модели маловероятными. Это приведет к  перенаселению уровня 2 по 
сравнению с ЛТР.                                                                                                                                         
Рассмотрим другую интересную проблему, связанную с правым рис. 1.  Она иллюстри-
рует, как отклонения от ЛТР даже для одной линии приводит к отклонениям от ЛТР у 
других линий.  Допустим, что линия 1-3 является резонансной, т. е. возникающей с ос-
новного уровня. Такие линии очень сильные,  и они образуются в верхних слоях ЗА и, 
как следствие,  более подвержены не-ЛТР эффектам.  Но поскольку эта линия связана с 
линиями 3-2  и 3-1, то отклонения от ЛТР для линии 1-2 будут вызывать отклонения от 
ЛТР и для линий 3-2 и 3-1. Такой эффект называется "interlocking" ("взаимосвязь").  Во-
обще говоря, сильная линия, возникающая в верхних слоях ЗА, где отклонения от ЛТР 
ожидаются большими, и связанная со слабыми линиями, возникающими более глубо-
ко, через intelocking-механизм будет давать дополнительные кванты в этих двух слабых 
линиях: эти линии становятся более слабыми. Хороший пример этого механизма это 
слабые красные линии Са II 8498, 8662 и  8542 А, которые связаны с сильными H и K 
резонансными линиями Са II около  3933.  В ЛТР – приближении никакое влияние од-
них линий на другие не учитывается. 
Аргумент 8. 
      Использование при анализе астрофизической плазмы распределения Максвелла по 
скоростям обычно не вызывает сомнения: оно устанавливается из-за частых столкнове-
ний  между частицами. Что же касается распределений атомов по состояниям возбуж-
дения и ионизации, то они зависят от соотношения между энергиями фотонов и частиц. 
Выполняются ли соотношения Саха-Больцмана для населенностей энергетических 
уровней атомов в ЗА?  Положительный ответ  на этот вопрос зависит от того, насколько 
энергия частиц  превышает энергию фотонов. Произведем оценки. 
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 При R>1 следует ожидать, что будут иметься отклонения от ЛТР в распределении ато-
мов по энергиям возбуждения и степеням ионизации.     
Значения R приведены на рис. 2.  
 
 
 
Рис. 2. Область возможных отклоне-
ний от ЛТР. 
Видно, что значения R<1 соответству-
ют узкому интервалу концентраций 
частиц. Типичные значения концен-
трации частиц N в 1 см3 у звезд разных 
типов такая: О звезда: 1015, Cолнце: 
1017, сверхгиганты: 1014.  
Из графика следует вывод: для звезд сверхгигантов учет отклонений от ЛТР абсолютно 
необходим. Только для звезд карликов возможно использование формул Больцмана-
Саха. Справедливости ради, следует заметить, что последнее утверждение не является 
сильно обоснованным. 
Аргумент 9. 
Влияние границы атмосферы, о котором говорилось в аргументе 3, приводит дополни-
тельно к следующему аргументу. Закон Стефана -  Больцмана   F=T4  выполняется  при 
условии изотропности излучения и при отсутствующем (или очень малом) градиенте 
температуры в среде на расстоянии средней длины пробега фотона. В условиях звезд 
это реализуется в недрах звезды или в глубоких слоях атмосферы. На поверхности 
звезды, где формируется выходящее излучение,  градиент температуры становится 
большим, среда становится прозрачной, возрастает вероятность выхода фотона из ат-
мосферы. В итоге поле излучения приобретает неизотропный характер. 
      Эти и многие другие аргументы свидетельствуют, что гипотеза ЛТР в применении к  
ЗА является несостоятельной и внутренне противоречивой.   Тем не менее,  эта гипотеза 
использовалась в течение многих десятилетий. Главные причины этого следующие: 
       - отсутствие вычислительной техники и алгоритмов, необходимых для решения об-
щей задачи с учетом отклонений от ЛТР; 
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       - недостаточная точность спектроскопических наблюдений для выявления таких от-
клонений; 
       - недостаток во многих атомных данных, необходимых для общей задачи. 
      Как мы покажем ниже, для решения не-ЛТР  задачи необходимо использовать мо-
дель  многоуровенного атома даже для исследования одной линии, образованной пе-
реходом только между 2 уровнями. При этом объем вводимой в расчеты информации 
(input physics) возрастает в разы.                                                                       
 
 
Рис. 3.  Модель атома натрия Na I.                                                                         
Число дискретных  уровней NL=19.                                                                      
Последний двадцатый  уровень соответ-
ствует состоянию Na II.                                                                   
      Допустим, что  мы хотим исследовать линию  NaI 8183.3 A (рис. 3).  При ЛТР подхо-
де нам нужно знать предварительно следующий объем информации: сила осциллятора 
этой линии,  энергия возбуждения двух уровней (3p  и   3d), 3-4  параметра  уширения 
линии. Всего необходимо 4-5  значений. 
      При не-ЛТР подходе объем вводимой информации существенно возрастет. Покажем 
на примере  модели атома для  NaI c 20  уровнями. При таком числе уровней возможны 
190 разрешенных и запрещенных переходов. Для такой модели необходимы следую-
щие атомарные данные: - энергия возбуждения  (19), - стат. веса (20), - состояние иони-
зации (1-5), - ударные скорости b-b переходов   (190), - ударные скорости b-f переходов    
(19), - сечения фотоионизации (19), - силы осцилляторов (для разрешенных переходов 
числом ~100), - параметры уширения линий   (~300).  Итого: ~600 значений.   Нахожде-
ние всех этих данных является серьезной и большой работой. Использование ненадеж-
ных используемых данных  может привести к существенно  неверным результатам! 
                  Уравнение статистического равновесия 
      Условие  детального баланса является чрезвычайно жестким и трудно выполнимым 
для процессов, связывающих поле излучения и среду. Поэтому целесообразно это усло-
вие заменить  более реалистичным предположением для уровня  i:  суммарные про-
цессы, населяющие  уровень, компенсируются всеми обратными процессами,  опусто-
шающими этот же уровень. Это выражается записью следующего уравнения: 
   
                                                                                                                                              
        (7)        .kikikjijij
ijij
ikikiijiji CRNCRNCRNCRN  

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Первый член слева это радиационное и ударное возбуждение уровня.  Второй член 
слева это фотоионизация  и ударная ионизация уровня.  Первый член справа учитывает  
радиативное  и  ударное девозбуждение уровня.  Второй член справа это фотореком-
бинация  и  тройная (ударная) рекомбинация.  Графическое представление уравнения 
(7) показано на рис. 4. Сплошными линиями показаны возможные радиативные и 
ударные процессы, опустошающие и населяющие выбранный уровень.  Для некоторых 
переходов вследствие правила запрета могут реализовываться только ударные процес-
сы (они показаны штриховыми линиями). 
      
 
 
Рис. 4. Процессы заселения и опустошения вы-
бранного уровня. 
 
Уравнение (7) является линейно зависимым, по-
скольку уравнение для последнего уровня являет-
ся линейной комбинацией других уравнений: все переходы на этот уровень и с него уже 
учтены в оставшихся уравнениях. Поэтому следует добавить (или заменить одно из 
уравнений). Вариантов может быть несколько. Можно использовать условие сохране-
ния частиц, когда сумма населенностей всех уровней данного элемента должна рав-
няться полному числу атомов данного элемента: 
 
 
Здесь  el  есть содержание элемента по отношению к водороду. Можно использовать и 
другое условие – условие сохранения заряда: 
 
Здесь  Zi есть заряд элемента. Суммирование ведется по всем включенным в рассмот-
рение химическим элементам. Некоторые исследователи предпочитаю заменить одно 
уравнение из системы (7) для уровня, у которого обнаруживается самая максимальная 
населенность.  
      С точки зрения математики эта система является линейной и независимой от других 
уравнений. Но на самом деле это не так. Допустим, что мы отыскиваем населенности 
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уровней  Ni.  Для решения уравнений (7) необходимо знать радиативные скорости Rij , 
которые зависят от средней интенсивности.  Но чтобы найти среднюю интенсивность,  
надо решить  уравнение переноса излучения. Но чтобы решить это уравнение, надо 
знать коэффициенты поглощения. Но чтобы знать коэффициенты поглощения, надо 
знать населенности уровней. Итак, возникает необходимость  решать уравнения (7)  
совместно с уравнением переноса излучения,  используя итерационный процесс. 
      Теперь, не  вдаваясь в подробности, мы приведем формулы, по  которым следует 
вычислять каждый член уравнения (7).  При этом  соответствующие формулы можно 
записать, используя как коэффициенты Эйнштейна, так и коэффициенты поглощения.  
Радиативные скорости.   
1) Скорости вверх  (фотовозбуждение  i    j): 
 
 
 
Смысл последней формулы ясен: скорость процесса  есть  величина  поглощенной энер-
гии,  поделенной на энергию каждого кванта. И все это интегрируется   по сфере. Инте-
грирование по  частотам производится в пределах ширины линии, определяемой ко-
эффициентом поглощения. Коэффиценты Эйнштейна здесь взяты в расчете на интен-
сивность. 
2) Скорости фотоионизации (переход  i  k, k – состояние в континууме) определяются 
по аналогичной формуле  
 
 
Отличие состоит только в том, что интегрирование по частоте ведется  от предельной 
частоты ионизации для данного уровня. 
 3) Скорости фотодевозбуждения определяются по  формуле:  
 
 
   
Как видно, в этих формулах учтено вынужденное излучение. 
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4) Скорости фоторекомбинации с учетом спонтанных и вынужденных переходов можно 
определить, используя принцип детального баланса, так как фоторекомбинация факти-
чески это ударный процесс. Не вдаваясь в детали (их можно найти в книге Михаласа), 
приведем окончательную формулу  
 
 
Здесь использованы следующие обозначения:  
                            -                                                                                                                                             - 
 
u– суммы по состояниям. 
Ударные скорости.  
      Удары с какими частицами важны? При низких температурах вещество нейтрально. 
Из-за обилия нейтрального водорода удары с этими  атомами наиболее важны. У горя-
чих звезд  атомы ионизованы. Поэтому  важны столкновения  с  ионами  и  электрона-
ми. Но наиболее важны удары с электронами, так как они двигаются с большими ско-
ростями, чем ионы. Например, 
 
Поэтому сперва рассмотрим удары со свободными электронами. 
 5) Ударное возбуждение.   Вероятность столкновений частиц  пропорциональна cече-
нию ударов сoll, скорости частицы V и времени dt.  Общая скорость соударений равна 
потоку соударяющихся частиц относительно избранного атома (равный Ncoll*V), помно-
женному  на сечение  сoll . Здесь  Ncoll есть концентрация частиц в см
3.  С учетом  макс-
велловского  распределения частиц   f(V) по скоростям и ограничиваясь только соуда-
рениями с электронами,  имеем, что  
                                                                                                                     
 
Здесь  скорость V0 определяется условием  равенства кинетической энергии электрона и 
предельной энергии, необходимой для перехода  ij:  ½ mVo
2=Eij. Об определении ве-
личины qij(T) речь будет идти несколько ниже. 
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6)  Ударное девозбуждение. Поскольку рассматриваемый  процесс это ударный про-
цесс, то для таких процессов соблюдается принцип детального баланса. Поэтому можно 
записать для скоростей ударного девозбуждения следующую формулу: 
 
Тогда в расчете на один атом в состоянии j скорость определяется как 
 
 
7) Обратный процесс ударной рекомбинации, являющейся также ударным процессом, 
рассчитывается на основе принципа детального баланса, который реализуется для 
ударных процессов  с электронами, имеющих максвелловское распределение скоро-
стей.   Итоговая формула будет аналогична выше приведенной формуле с заменой ин-
декса j на k. Функция qik  для этого случая будет обсуждена ниже.  
8) Ко всем этим процессам  некоторых случаях необходимо добавить еще два: диэлек-
тронная рекомбинация и автоионизация. Эти два процесса должны быть включены в 
уравнение статистического равновесия. Для исследуемого атома среди дискретных 
энергетических уровней имеются так называемые дважды возбужденные состояния. 
Они возникают, когда  переходит на верхний уровень не только валентный электрон, но 
и электрон из внутренней электронной оболочки. При этом энергия возбуждения может 
оказаться по значению выше энергии ионизации данного атома (см. рис. 5). Тогда воз-
можны два противоположных двухступенчатых процесса. Автоионизация происходит 
по следующей цепочке:  
 1)b           d: возбуждение электрона до дважды возбужденного состояния;                         
2) d           с:  переход с уровня  d на основное состояние  с  следующей степени иониза-
ции с выделением свободного электрона. Вероятность этого перехода очень велика 
(Adc=10
13-1018 в секунду). 
 
Рис. 5.  Схема двухступенчатых процессов: ав-
тоионизации и диэлектронной рекомбинации:                
b–связанное состояние атома,                                             
d – дважды возбужденный уровень атома,                                                                            
с – основное состояние следующей стадии иониза-
ции (иона),                                                  
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Обратный процесс диэлектронной рекомбинации проходит по такой цепочке: 
1) c           d: захват ионом свободного электрона, образование атома  с дважды воз-
бужденным уровнем; 
2)  d         b: спонтанный переход на обычный уровень b.  
 9) Для поздних звезд большую роль играют столкновения с атомами нейтрального во-
дорода. К сожалению,  никаких достаточно точных формул для описания таких процес-
сов не имеется. Обычно используется формула Дравина, описывающая столкновение 
атома массы mA  с атомом водорода маcсы  mH , имеет следующий вид: 
 
 
Эта формула дает результат с точностью в 1-2 порядка. 
Двухуровенный атом 
      Рассмотрение такой простой модели атома, состоящей из двух уровней и свободных 
электронов и в действительности нереализуемой,  позволит нам получить важные со-
отношения и физические прогнозы.  Кроме того, такая модель используется для реше-
ния многоуровенной не-ЛТР задачи, когда уравнения переноса излучения и статистиче-
ского равновесия решаются точно в избранном переходе между избранными уровня-
ми, а населенности других уровней и поле излучения в переходах между ними считает-
ся известными. Такой подход называется  ETLA - эквивалентный  двухуровенный атом.  
Например, реализация такого подхода осуществлена в известных программных ком-
плексах  PANDORА и ALTAIR. 
      Для такой модели уравнение (7) перепишется как                                                                                                                                                                                                                
 
или 
                                                                                                                                          
Коэффициенты поглощения и излучения  в  линии перехода  i -j  определяются как  
 
Тогда функция источника запишется следующим образом: 
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С  учетом  выражений (6) окончательно имеем:  
                                                                                                                             
                                                                                                                                           
Заметим, что это выражение имеет общий характер, а не только для двухуровенного 
атома.  Но пока эта запись ничего не говорит о роли тех процессов, которые определяют 
функцию источника  через населенности. 
 Из равенства (8) определим населенности: 
 
 
 
Подстановка этого выражения в (9) приводит к следующим выражениям: 
 
 
 
 
 
Введя обозначения 
 
 
 
окончательно получим, что  
  
(В Пособии-1  для величины   мы использовали обозначение γ). 
Физическое объяснение этого выражения такое: первый член с Jν ответственен за обра-
зование линий за счет рассеяния, а второй член является  тепловым и представляет фо-
(9)                                                         .
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тоны, которые возникли по цепочке:  ударное возбуждение и последующее радиатив-
ное девозбуждение.  Член в знаменателе '  отражает те фотоны, которые "погибли",  
т.е.  не излучились  при фотодевозбуждении из-за  ударного девозбуждения.  
      В частном случае, когда в глубоких слоях имеется преобладание ударных процессов,  
имеем  ’>>1 и  =1.  Это означает, что  тепловой член доминирует. В другом частном 
случае, когда в  поверхностных слоях  удары не важны, имеем  ’=0 и  =0. Это означает, 
что  доминирует  член рассеяния.  Таким образом, функция источника будет вести себя 
по-разному: 
 
 
Соответственно и профиль линии будет определяться тем, насколько ее излучение свя-
зано с локальными свойствами среды (прежде всего с температурой, см. рис. 6). 
 
 
 
Рис. 6.  Поведение линий в 
зависимости от параметра  . 
     
 
После таких предваритель-
ных, но важных замечаний 
рассмотрим решение не-ЛТР проблемы. Не-ЛТР подход применительно к теории ЗА ре-
ализуется в  двух вариантах: общий и ограниченный подходы. В «общей задаче» с уче-
том отклонений от ЛТР решаются все уравнения теории звездных атмосфер и создаются 
модели атмосфер и теоретические спектры.  В «ограниченной» задаче для анализа 
конкретного химического элемента решаются только  уравнение переноса излучения и 
уравнение статистического равновесия.  Модель атмосферы в этом случае не рассчиты-
вается, а химический элемент не должен влиять на строение модели атмосферы. К та-
ким элементам относятся практически все элементы, за исключением водорода и ге-
лия: их содержание в ЗА очень незначительное.  
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Общая не-ЛТР задача 
      Итак, в общем подходе решаются все уравнения теории моделирования, которые 
приведены ниже: 
 
                                                    
 
 
Здесь использованы следующие обозначения: 
                    Т      –  температура на данной глубине, 
                   Ne       -  концентрация электронов в 1см
3, 
                   Ntot –  полное число всех атомов всех элементов в 1 см
3 , 
                  (N1……NNL)Nel  - населенности для уровней в количестве NNL  для всех химиче-
ских элементов в количестве Nel, типичные значения: NNL ~100,  Nel 
~10. 
                              (J1…..JNF) – средние интенсивности для всех частот в количестве Jtot, типичные 
значения NF ~10000 (в континууме и профилях линий).  
Как указывалось выше, эти  уравнения прежде всего сильно взаимосвязанные. Напри-
мер, нельзя решить уравнение (b), не решив уравнение (d), так как для вычисления ко-
эффициентов излучения и поглощения надо знать населенности уровней. Другой при-
мер: условие (с) можно проверить только после решения уравнения переноса излуче-
ния (b). Эти уравнения также связаны глобально по всей атмосфере из-за большой дли- 
ны свободного пробега фотона (см. выше).  Дополнительно,   эти уравнения являются и 
нелинейными.   
      Первый шаг в решении уравнений с использованием численных методов  - это  про-
извести их дискретизацию. Это означает, что непрерывную функцию f(x,y,z…) следует 
представить как набор ее дискретных значений f(xi,yj,zk…)  в точках деления i=1…I,  
j=1…J, k=1…K.  Поэтому во всех формулах надо интегралы  заменить квадратурами. 
 Дискретизация по глубинам:  Такая дискретизация должна обеспечивать с большой 
точностью представление производных, стоящих в уравнениях переноса излучения, 
гидростатического равновесия и др. Она необходима, в частности, для определения ха-
рактеристик поля излучения (потока, интенсивности и др.). ЗА представляется в виде 
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параллельных слоев. Число таких слоев  ND  порядка 50-70. При этом  дискретизации 
делается малой для поверхностных слоев, и умеренно большой – для глубоких слоев. 
Некоторые исследователи используют равномерную шкалу по величине log . Обычно 
при изменении глубины в десять раз, число точек на интервале выбирается порядка 5-
10.   Для выбора меры глубины можно брать оптическую глубину   или массу  m. Вы-
бранная оптическая глубина может быть разной: средней росселандовской R , моно-
хроматической   или =5000А.  Но выбор массы является более предпочтительным, так 
как коэффициент поглощения, который входит в определение оптической глубины,  
может сильно меняться на разных частотах и поэтому сильно зависит от глубины на 
фиксированной частоте.  Независимо от выбора меры глубины выбор самой поверх-
ностной (первой) точки должно соответствовать значению τν,d=1<<1 для всех частот. По-
следней (самой глубокой) точкой c номером d=ND модели атмосферы выбирается глу-
бина, соответствующая условию τν,ND>1.                                                                                                              
Дискретизация по частотам.  Интегралы по частоте встречаются в теории моделирова-
ния во многих важных ситуациях. Например, они присутствуют в условии лучистого 
равновесия и в уравнении гидростатического равновесия. Они необходимы и при рас-
чете радиативных скоростей.  Поэтому точность численного представления интегралов 
вида ∫f(ν)dν  должна быть очень высокой. Для таких интегралов также используется  
квадратура вида  
 
Обозначим число точек деления  как  NF. Выбор число точек и их распределение по 
спектру во многом зависит от того, каков вид функции  f1(). Если f1() есть излучение в 
непрерывном (следовательно, слабо  зависящем от частоты) спектре, то достаточно ис-
пользовать простые квадратуры (например, квадратура Симпсона) с не очень большим 
числом точек деления.  При этом только нужно учесть то, что излучение может иметь 
скачки, вызванные скачками в коэффициентах поглощения. 
      Для многочисленных узких линий выбор квадратуры более принципиальный. Про-
фили каждой линии состоят из узкого допплеровского ядра и сильных крыльев. Это 
необходимо учитывать при выборе числа точек и при  их распределении по профилю 
линии.  Разумеется, заранее до не-ЛТР расчетов мы не знаем, какова линия - сильная 
или слабая. В Казани мы разрешаем эту проблему, определив профили линий в ЛТР 
приближении. Это дает возможность определить силу линии и выбрать число точек и 
их распределение по частотам линии. Заметим очень важное и полезное обстоятель-
ство: для определения радиативных скоростей в переходах  в линиях, важную роль иг-
рают допплеровские ядра. И именно в этой области профиля линии следует проявлять 
особое внимание при выборе точек дискретизации.  Общее число точек по частоте мо-
жет достигнуть величин 105-106 . 
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Дискретизация по направлениям:  Такая дискретизация, в частности, необходима при 
вычислении средней интенсивности. Для интегралов вида  ∫f()d :   
 
Можно использовать различные варианты квадратур ( Симпсона, Ньютон-Котеса и др.). 
Но предпочтительней использовать квадратуру Гаусса,  как это делал Чандрасекар в 
теории серых атмосфер (см. Пособие-1). Еще большую точность дает двойная квадрату-
ра Гаусса, когда точки деления и веса берутся не по всей сфере, а отдельно для выхо-
дящего и входящего на данной глубине излучения.  
      Число точек деления NMU может быть не очень большим. Опыт показывает, что вы-
бор трех точек деления квадратуры Гаусса  в каждой полусфере (выходящего и выхо-
дящего излучения) обеспечивает хорошую точность. 
       В тех случаях, когда берется интеграл одновременно по частотам   и по направле-
ниям , целесообразно точки по j   и по k  сгруппировать в одну последовательность с 
индексом  i  так, что: 
 
Дискретизация  атомов.  Каждый атом представляется набором уровней разных степе-
ней ионизации. Выбор таких уровней (модели атома)  представляет  серьезную  пред  
варительную работу. Некоторые детали такого выбора уровней описаны ниже в пара-
графе «Реализация метода решения "ограниченной" не-ЛТР задачи». 
      Второй  шаг в решении дифференциальных уравнений с использованием числен-
ных разностных методов  - это  заменить производные малыми приращениями. Други-
ми словами, представить дифференциальное уравнение следующим образом: 
 
Здесь   (x,y) есть некое приближенное значение функции (x,y) в интервалах  (xi-1, xi)  и  
(yi-1, yi), например, (x,y) (xi-1,yi-1). 
      Все выше перечисленные переменные в уравнениях (a-d) определяются через реше-
ние соответствующих уравнений (для каждой из глубин из числа ND): 
     - для нахождения  NMF   значений интенсивности надо решить  NMF уравнений пере-
носа излучения  для всего набора частот  k  и направлений j; 
     - для определения полного числа атомов  Ntot  необходимо решить уравнения гидро-
статического равновесия; 
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      - для нахождения температуры необходимо учесть  условие лучистого равновесия; 
      - для нахождения электронной концентрации Ne , необходимо включить условие со-
хранения заряда; 
      - для определения населенностей уровней надо решить NNL  уравнений статистиче-
ского равновесия; 
      - и, наконец, необходимо учесть, что Nel=el *NH.  
     Таким образом, число решаемых уравнений на одной глубине достигает значения 
NN=(NMF+NL+NC).  Величина NC отражает число дополнительных уравнений (сохране-
ние числа частиц, сохранение заряда и др.).  В результате дискретизации система урав-
нений (a-d)  становится разностной. Решение этой системы из-за упомянутых выше ее 
особенностей требует выбора специального итеративного подхода.  Одним из мощных 
методов решения является метод линеаризации уравнений, другими словами, превра-
щение нелинейной системы в линейную.  Идея метода очень проста: искомые пере-
менные представляются как сумма текущего  x0 (т.е. предварительно выбранного зна-
чения)  и поправки к нему x. Затем производится подстановка этих  величин в основ-
ные уравнения, в которых нужно пренебречь величинами второго порядка малости. В 
результате будем иметь линейную систему уравнений, которую можно решить стан-
дартными методами. Затем итерации повторяются до достижения необходимой точно-
сти решения. Простой пример линеаризации приведен ниже.   
 
 
 
 
 
 
 
      Для уравнений  (a-d),  записанных для конкретной глубины с индексом d, введем 
общее обозначение  
Как видно, размерность вектора d равна (NL+NFM+NC)
2,  при этом 
      NL – полное число уровней атомов в уравнении статистического равновесия; 
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      NF – число частот для средней интенсивности J; 
      NC=4 – число уравнений, определяющих величины T, Ne, Ntot, Nel (см. выше).  
Подставим  теперь                                   .  Причем величина             будет  содержать все по-
правки: δТ, δNe δNtot  и  др.  В общем виде линеаризованное  уравнение будет выгля-
деть так: 
                                                                                                                                       
Суммирование происходит по всем неизвестным величинам. Линеаризованный вид 
всех уравнений теории ЗА приведен в нашей монографии (стр.134-148).  Мы для при-
мера приведем лишь видного одного уравнения - условия лучистого равновесия. Запи-
шем его в таком виде:  
                                                                                                                                        
                                                                                                                                         
Линеаризуем его по всем переменным: 
 
 
Тогда  (11) запишется так : 
 
 
 
 
                                                                                                                                    
Оказывается,  что все  линеаризованные уравнения можно записать в блочном тридиа-
гональном виде (см. рис. 5): 
 
В нашем частном случае (условия лучистого равновесия) сравнением  (12) и (13) можно 
установить, что 
              -         содержит правую часть уравнения (12); 
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              -         содержит нулевые элементы; 
              -          содержит  левую часть уравнения (12); 
              -           содержит нулевые элементы.  
Достоинство такого представления основных уравнений в виде (13) заключается в том, 
что они могут быть решены рекурсивным способом согласно следующей схеме: 
 
 
 
Заметим, что эта процедура связана с обращением матрицы. Поэтому время счета бу-
дет порядка 
  
Ограниченная не-ЛТР задача 
      Изложенная выше общая не-ЛТР задача  была решена для нескольких наиболее 
важных случаев, например,  для водородо-гелиевых атмосфер (Михалас и Ауэр).  Дело 
в том, что водород и гелий являются самыми обильными элементами в ЗА и во многих 
случаях являются самыми главными агентами поглощения в ЗА. Поэтому отличие насе-
ленностей их уровней от равновесных значений будет изменять эффективность погло-
щения как в континууме, так и в линиях, что автоматически приведет и к изменению 
структуры ЗА.  Другими словами,  при таком подходе одновременно рассчитываются 
модели ЗА и их выходящий   спектр. 
      Учет не - ЛТР эффектов в многочисленных линиях тяжелых элементов представляет 
весьма трудную в вычислительном отношении проблему. Поэтому эта задача решается 
на мощных суперкомпьютерах для очень ограниченных случаев. Но в большинстве слу-
чаев можно пойти несколько другим  более простым путем:  
      - использовать уже готовую ЛТР модель  ЗА (исследователи предпочитают модели 
Куруца),  
      - для этой модели провести не-ЛТР расчеты для тех линий в спектре, которые пред-
ставляют интерес  для исследователя.  
Такой подход мы называем "ограниченной не-ЛТР задачей".  Поскольку в этом случае 
модель ЗА уже зафиксирована, то при решении этой задачи нет необходимости решать 
уравнение гидростатического равновесия и учитывать условие лучистого равновесия.  В  
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этой задаче сильно упрощается модель атома (она включает всего десятки уровней ис-
следуемого элемента),  существенно  уменьшается число точек  по частоте (включаются 
только разрешенные переходы с малым числом точек и излучение в континууме).  Все 
это сильно  снижает требования к вычислительным возможностям компьютеров. 
      Основными уравнениями теперь будут уравнение переноса излучения, записанное 
для всего набора частот (νk ,  k=1... NF), для набора дискретных глубин (d=1...ND)  и для  
Ntot уравнений статистического равновесия.  Теперь вектор         будет содержать следу-
ющие компоненты: 
 
Линеаризация уравнения переноса излучения. 
      Прежде  всего,   запишем уравнение переноса излучения  в форме, предложенной 
Фортри. Эта форма подробно изложена в нашей монографии (стр. 59-62). Поэтому да-
дим лишь основные идеи. 
УПИ запишем в следующей форме: 
 
 
 
Следует обратить внимание, что рассеяние на электронах выделено в отдельный член. 
      Прежде разделим излучение на две полусферы: верхняя полусфера имеет положи-
тельные значения  +μ, а нижняя полусфера будет иметь отрицательные значения   - μ.  
Запишем УПИ для этих полусфер: 
                                                                                  -  выходящее излучение,                                                                                                                                                          
                                                                                  - входящее излучение.           
Если ввести комбинации 
 
то путем вычитания и сложения легко получить дифференциальное уравнение второго 
порядка: 
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Заменяем производные на малые разности: 
 
 
 
 
 
 
В разностной форме УПИ будет иметь следующий вид (индекс по частоте опущен): 
 
 
 
Если это уравнение проинтегрировать по μ и ввести так называемый фактор  Эддингто-
на 
 
 
то уравнение (15) перепишется следующим образом: 
   
                                                                                                                                        
 
  
Видно, что уравнение  (16) опять имеет  тридиагональную  форму (10):  
                                                                                                                                         
Вид  матриц устанавливается сравнением (16) и (17). Отсылая читателя к нашей моно-
графии для определения вида матриц (стр. 134-140 и 248), приведем лишь список пе-
ременных, по которым производится линеаризация: 
      - по средней интенсивности  J; 
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      - по коэффициентам поглощения αν и излучения εν, а это означает - по населенностям 
энергетических уровней N. 
В результате получим аналогичное (17) уравнение, но только для величин δJ и со свои-
ми матрицами.  
Линеаризация уравнения статистического равновесия. 
      Можно показать (см. Михалас), что основное уравнение (7) для выбранного энерге-
тического уровня с обозначением "l" можно записать в следующем виде: 
 
   
 
 
Здесь введено обозначение NK - номер последнего уровня, соответствующий  ионизо-
ванному состоянию в модели атома. Число дискретных уровней обозначим через NL. 
Видно, что эту систему уравнений можно представить в матричном виде: 
 
 Матрица А имеет размер NK*NK, а вектора N и B - размер  NK. Для первых NL=NK-1 
строк матрица А содержит следующие элементы (см. также  рис. 7): 
 
 
 
         
 
Следует отметить, что эта система уравнений является вырожденной, позволяющей 
определить только отношения населенностей. Чтобы замкнуть систему,  надо исполь-
зовать дополнительное уравнение, например, условие сохранения числа частиц данно-
го элемента: 
                                                                                                                                       
Тогда в строке NK первые (NK-1) элементов матрицы А будут равны ANK,j=1  при j<NK  и 
ANK,NK=1. 
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Вектор  N  содержит в качестве первых  (NK-1) элементов населенности уровней 
(i=1...NK-1) ,  а в позиции  NK   содержится  число атомов исследуемого элемента в сле-
дующей стадии ионизации. Вектор В содержит в качестве первых (NK-1) элементов  ве-
личины 
 
a  в  позиции  NK   содержится элемент  BNK = el NH (см.  равенство (18). Напомним,  Φ(T) 
есть фактор Саха:    
  
 
Поскольку населенности уровней зависят от температуры Т, электронной концентрации  
Ne и средней интенсивности J, то линеаризация будет  такой: 
 
 
 
Рис. 7. Матричный вид уравнения статистического равновесия. 
Текущее решение уравнения статического равновесия  определяется  как 
 
Тогда производная от N по любой переменной х будет такой: 
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На стр. 143-148 нашей монографии приведена вся процедура определения выражения  
(19). В результате опять получаем тридиагональную систему уравнений вида (17):   
 
      Метод линеаризации дает квадратичную сходимость решения. Но главное, что лю-
бая поправка к любой переменной на одной глубине обеспечивает ее влияние на все 
другие переменные на всех  других глубинах. Поэтому эта схема гарантирует глобаль-
ную сходимость по всей ЗА.  Но все же следует отметить важное замечание. Читателю 
следует знать, что любой метод, который предназначен для учета  взаимосвязи многих 
переменных и основан на обращении матриц (как в  описанном методе  линеариза-
ции),  имеет существенный недостаток: время счета пропорционально кубу числа пе-
ременных. Для уравнения переноса  время пропорционально NF3. 
      Чтобы избежать этой трудности, можно поступить следующим способом. Среди всех 
переменных есть такие, которые являются более значимыми и их можно включить в 
отдельную группу и их находить более детально. Другие менее важные переменные 
можно выделить в другую группу и их  находить итерациями. 
Интерпретация результатов не-ЛТР расчетов 
      Прежде всего, напомним, что  не-ЛТР задача является нелинейной, сильно взаимо-
связанной и глобальной по всей атмосфере. Мало того, решение этой задачи зависит от 
большого числа атомных данных (input physics). Как следствие этого,  нельзя сформули-
ровать какое либо однозначное правило анализа результатов. Можно лишь отметить 
некоторые принципиальные  моменты, позволяющие сделать некоторые выводы.  Ни-
жеследующие выводы сделаны на основе идеализированной двухуровенной модели 
атома.  Включение третьего уровня (особенно континуума) может существенно изме-
нить выводы.    
      Основным результатом расчетов являются населенности уровней и вышедшее тео-
ретическое излучение в частотах линий. Обычно населенности масштабируются по от-
ношению к равновесным (ЛТР) населенностям  
 
Однако разные авторы нормализацию этого отношения производят разным способом: 
     - можно отношение  bi нормализовать к числу атомов на  нижнем уровне атома сле-
дующей степени ионизации. Другими словами, используется частная формула Саха-
Больцмана для двух соседней степеней ионизации; 
./
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    - можно это отношение нормализовать к полному числу aтомов. Другими словами, 
используется полная формула Саха-Больцмана с учетом всех степеней ионизации:  
     
Мы будем использовать первый вариант. 
      Для анализа результатов не-ЛТР расчетов лучше всего проанализировать все скоро-
сти переходов между уровнями, что позволит определить, какие переходы являются 
определяющими при заселении и опустошении уровней.  Но на первом этапе можно 
поступить и следующим образом. Основной формулой для анализа является  формула 
для выходящего излучения: 
 
 
Эта интенсивность (или поток, профиль, эквивалентная ширина)  линии  определяются  
тремя факторами: 
    -  какова шкала оптических глубин  t ν  в частотах  линий и где в этой шкале образуется 
линия  (t ν  =1); 
    -  какое поведение функции источника  Sν  в области формирования линий 
 
    
     -  (атомными параметрами линии). 
Рассмотрим роль оптической глубины. Она, разумеется, определяется коэффициентом  
поглощения, который, в свою очередь, определятся населенностью уровня, переход с 
которого дает линию:  
 
 
Множитель в скобках учитывает вынужденное излучение. Рассмотрим предельные 
случаи:                              
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Рассмотрим  теперь роль функции источника в линии l, которую через b-факторы мож-
но записать так: 
 
 
 
Рассмотрим также предельные случаи.  
 
 
 
       
  
 
 
Для примера рассмотрим результаты расчетов для модели атома Ca I  для модели ат-
мосферы с параметрами,  указанными на рис.  8. Отметим два результата, следующих 
из этого рисунка. Во-первых,  b- факторы всех уровней на большой глубине равны еди-
нице. Это и следовало ожидать, так как на больших глубинах выполняется условие ЛТР.  
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Рис.  8. Слева:  b-факторы для атома Ca I. Справа: профили линий Ca I. 
На рисунке вертикальными штрихами обозначены глубины образования избранных 
линий, т.е. у них t=1 . На этих глубинах мы, например, для линии 4226 А (переход  4s-
4p) имеем, что b(4p)/b(4s)>1. Это приводит к тому, что S >B. А это означает, линия будет 
наполняться дополнительной эмиссией по сравнению с ЛТР профилем. Это отражено на 
рис. 6 справа.   
Реализация метода решения "ограниченной"  не-ЛТР задачи 
Ниже  мы дадим описание некоторых наиболее важных шагов такой реализа-
ции, отсылая читателя за деталями к нашей монографии (стр.261-276).  
Выбор модели атмосферы.  
      Первым шагом в таком исследовании является выбор модели атмосферы, которая 
по своим параметрам (Teff, logg, химический состав) близка к параметрам исследуемой 
звезды. Если предполагается проведение расчетов сразу для сетки моделей атмосфер с 
разными параметрами, то выбирается эта сетка из опубликованных ранее моделей ат-
мосфер. 
      Для горячих звезд с плоскопараллельной или протяженной атмосферой  имеются 
не-ЛТР модели атмосфер с учетом линий, полученные И. Хубены 
(http://tlusty.gsfc.nasa.gov) по программе TLUSTY и группой немецких коллег 
(http://www.usm.uni-vuenchen.de/people/adi/Programs /Programs. html).   
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Рис. 9.  Слева: перечень используемых программ расчета МА. 
Справа: диапазон параметров рассчитанных МА. 
 
Для  поздних звезд с молекулярным поглощением имеются модели программы PHOE-
NIX ( http://phoenix.phyast.uga.edu/). Наиболее используемыми моделями  являются 
ЛТР-модели Куруца Р. (Kurucz R, http://kurucz.harvard.edu/grids.html), учитывающие 
учет поглощения в 17 млн. линий в программе. Диапазон параметров ЗА для двух сеток 
моделей приведен на рис. 9.  
 
 
 
 
 
Выбор модели атома. 
 
      На следующем этапе исследования необходимо создать модель атома изучаемого 
элемента, то есть набор включаемых энергетических уровней со всеми необходимыми 
для него атомарными данными. При выборе такой модели надо предварительно знать, 
в каких преимущественных степенях ионизации будет находиться элемент при выбран-
ных параметрах модели атмосферы. Эти степени ионизации обязательно должны быть 
включены в модель атома. Отсутствие в модели атома преимущественной стадии 
ионизации будет грубейшей ошибкой.  Дело в том, что полное число атомов исследуе-
мого элемента фиксируется как Nel=εel*NH.  Если преимущественная степень ионизации 
в модели атома не включена, то тем  самым мы  число атомов в этой степени искус-
ственно  переводим на уровни  включенной в модель атома степени ионизации. Из-за 
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большой разницы  в  энергии  ионизации обычно достаточно включение 2-3 соседних 
степеней ионизации.  
      Далее необходимо для этих степеней продумать набор энергетических уровней,  для 
которых будет решаться уравнение статистического равновесия. Поскольку уровни 
имеют вырожденность, то можно все подуровни объединить в один уровень с одним 
суммарным статистическим весом и для него определять населенность. При необходи-
мости в конце не-ЛТР расчетов населенность уровня можно расщепить пропорциональ-
но статистическим весам подуровней.  
      Иногда для более точного выполнения условия числа частиц желательно включить 
дополнительное число уровней, для которых уравнение статистического равновесия не 
решается. Для таких уровней можно считать их населенности больцмановскими. Обыч-
но к таким уровням принадлежать уровни  высоким потенциалом возбуждения. 
 
Подбор атомарных данных. 
 
      К этой процедуре следует подходить очень тщательно, так как неточные атомарные 
данные могут дать совершенно искаженное представление о роли не-ЛТР эффектов в 
образовании линий. Для модели атома  необходимо знание их потенциалов возбужде-
ния Ei и ионизации  χi  и статистические веса gi.  Поскольку эти уровни связаны между 
собой радиационными переходами, то для всех этих разрешенных переходов ( а также 
и для ударных переходов) необходимо задать силы осцилляторов. Они обычно отби-
раются из многочисленных справочников  или баз данных после критического анализа 
этих данных 
      Для b-f переходов необходимо задать сечения фотоионизации. К сожалению,  дан-
ные по многим атомам либо отсутствуют, либо не обладают достаточной точностью. 
Обычно в таких случаях применяют водородоподобное приближение, которое в ряде 
случаев плохо воспроизводит реальное поведение коэффициента поглощения aν в за-
висимости от частоты ν (см. рис.  10-11). 
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Рис. 10. Пример удовлетворительного водородоподобного приближения для двух 
уровней натрия. 
 
Рис. 11.   Наличие  резонансов в коэффициенте поглощения не позволяет его описать 
водородоподобным приближением 
      Много необходимых сведений  о вероятностях переходов и сечениях для  большого 
ряда химических элементов приведены в следующих статьях и базах данных, создан-
ных усилиями международных научных групп:  
 "Opacity Project" (OP), 
  "IRON Project (IP)",  
       •    TOPbase (Z = 1 - 14, 16, 18, 20, 26;  Ion = 1 – 24):  
                                         http://vizier.u-strasbg.fr 
       •   Vienna Atomic Line Data (VALD), содержит данные для элемен- 
           тов  с   Z = 1 – 82 и стадий ионизации I, II, III),  
                        http://www.astro.univie.ac.at/~vald. 
 
       •   Kurucz R.L. 1992, CD-ROM N 18; http://cfaku5.harvard.edu 
            содержит силы осцилляторов для  ~50 мл данные для атомар- 
           ных  линий в  диапазоне 100 –  100000 Å;  
        
 
     Разумеется, что модель атома должна включать по возможности большое число 
уровней.  Но включение населенностей всех этих уровней в процедуру линеаризации 
существенно увеличит время счета и даже вызовет некоторые вычислительные про-
блемы (например, деление на ноль).  Поэтому целесообразно, как было сказано выше,  
для верхних уровней считать населенности в ЛТР приближении, исключив их из проце-
дуры линеаризации. 
 
Расчет радиативных скоростей. 
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    (20)                                       .exp
0
kTEdkTEijij  

      Формулы для расчета этих скоростей были даны выше, и их расчет в виде квадрату-
ры не представляет большой трудности, если выбрано правильное число точек по ча-
стоте для численного интегрирования. Во-первых,  для каждого из всех b-b переходов 
надо определить разумное число точек NF(t) по профилю каждой линии. Недостаточ-
ное число точек приведет к неточности в квадратуре. Излишнее число точек просто 
приведет к увеличению времени счета. Априори установить эту величину трудно, по-
скольку каждая линия имеет свою ширину. Поэтому разумно произвести предвари-
тельный расчет ширин линий (можно даже в ЛТР), который позволит определить NF(t) . 
Опыт показывает, что для сильных линий достаточно положить  NF(t)=15-20, а для сла-
бых линий достаточно и NF(t)=8-12.  
      Выбор числа точек по частоте для b-f - переходов определяется предельной частотой 
ионизации данного уровня и наличием скачков в суммарном  по всем химическим 
элементам коэффициенте непрерывного поглощения.  
      Необходимые данные о сечениях фотоионизации можно найти в приведенных вы-
ше базах данных. Но следует отметить, что точность не всегда удовлетворительна (см. 
табл. 1 ). 
     Расчет ударных скоростей. 
      Мы уже отметили выше, что столкновения с электронами более эффективны, чем 
столкновения с более тяжелыми частицами. Столкновения с атомами водорода, скоро-
сти которых в 43 раза меньше, начинают играть значительную роль при низких темпе-
ратурах, когда степень ионизации атомов низка и падает электронная концентрация, 
либо в звездах с дефицитом металлов – основных поставщиков электронов.  
 
      Удобно  эффективность ударных процессов вычислять с помощью "эффективной си-
лы удара", представленной  в виде 
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Табл. 1 Точность определения параметров для радиационных  переходов (в соответ-
ствии с указанным шрифтом): C II – отличная, He II – хорошая, F III – посредственная,     
V II - плохая. 
Здесь  E – энергия налетающего электрона, а ij – сила столкновительного перехода в 
свою очередь, связанная с сечением процесса 
 
 
Коэффициент скорости ijC связан с эффективной силой соотношением 
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Обозначения в этой формуле такие:         
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Здесь  Eij есть разность энергий возбуждения уровней, а  E1   - интегрально-показатель- 
ная функция первого порядка (см. Пособие 1) 
  Для ударного девозбуждения справедливо выражение (4). Поэтому 
                                                                                                                                        
 
Для ударной ионизации  общая формула имеет такой же вид как и (20),  только под ин-
тегралом будет стоять сечение σik - сечение ударной ионизации. Часто используемая 
формула  Ситона  для этого процесса такова:  
 
 
 
 
 Для ударной рекомбинации используется соотношение, аналогичное (4): 
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      Если для горячих звезд учет столкновений только с электронами вполне оправдан, то  
для атмосфер  холодных звезд соударения с водородом начинают играть доминирую-
щую роль. Однако, надежные теоретические и экспериментальные результаты в этой 
области весьма скудные. По этой причине приходится использовать различные при-
ближенные формулы.  Обычно в расчетах применяют формулу следующего вида 
 
 
 
 
 
 
 
Здесь mA , mH , me – массы рассматриваемого атома, атома водорода и электрона соот-
ветственно. Величина kh является поправочным множителем, который может меняться 
в пределах 1.0-0.01. 
(21)                                     .
/
0
kTE
ij
i
ijji e
g
g
CС 
.3Z          0.3
2,Z          0.2
1,Z          1.0
,)(
10*55.1
/
/
2/1
13





сионовдляg
сионовдляg
сионовдляg
e
ag
T
NC
kTE
kTE
ik
фотоион
ikeik
i
i

  
40 
 
      Для пользователей будет полезны коллекции расчетов ударных сечений по проек-
там ADAS (http://www.adas.ac.uk/man/appxa-02.pdf ),  AMODS (http://amods.kaeri.re.kr) 
и NIST (http://physics.nist.gov/ PhysRefData/Ionization/intro.html). 
      
Некоторые примеры применения   
«общего» и «ограниченного» не-ЛТР подхода. 
 
      К настоящему времени создано несколько компьютерных кодов для решения не-
ЛТР задачи. Из них несколько программ решают полную задачу – расчет моделей атмо-
сфер и выходящего спектра:  
     NCAR code – первая программа, созданная Михаласом и Ауэром в Центре Атмосфер-
ных Исследований в Колорадо. Основана на методе полной линеаризации. Из-за ком-
пьютерных ограничений число дискретных точек было не очень большим: NL=15, 
NF=120. Программа была применена для расчета водородо-гелиевых атмосфер горячих 
звезд. 
      ТMAP -  (Тubingen Model Atmosphere Package). Уравнение переноса решается мето-
дом лямбда-итераций, остальные уравнения – методом полной линеаризации. Учтен 
покровной эффект.   
      TLUSTY ( авт. Hubeny I.)– Во многом аналогична предыдущей программе. 
      PHOENIX (авт. Hauschildt P. H. И др.(ФРГ)) - рассчитывает  модели атмосфер ( в основ-
ном, поздних звезд) с учетом большого количества линий и химических элементов.  
Включены около 2000 источников непрерывного поглощения и более 55 млн., для ко-
торых учтены не-ЛТР отклонения.  
 
      Остальные программы решают ограниченную не-ЛТР задачу для уже фиксирован-
ной модели атмосферы (см. табл. 2). 
  
 
 
Автор 
Число уровней 
NK 
Число линий в усло-
вии лучистого погло-
щения 
Агенты непрерыв-
ного поглощения 
DETAIL 
Giddings  
(Англия) ~20 500 000 000 
H, He, CNO металлы, 
молекулы 
Kiel code 
Steenbock  W.  
Holweger H.(ФРГ) ~20 500 000 000 
H, He, CNO металлы, 
молекулы  
MULTI 
Carlsson 
М.(Швеция) ~20 500 000 000 
H, He, CNO металлы, 
молекулы 
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NONLTE3 
Сахибуллин Н. 
(Россия)  ~20 500 000 000 
H, He, CNO металлы, 
молекулы 
   
Табл.   2    Программы решения полной  и ограниченной не-ЛТР задач. 
 
      Дадим краткий обзор некоторых результатов не-ЛТР исследований казанских астро-
физиков. Перечень исследованных химических элементов, проведенных  казанскими 
астрофизиками дан в табл. 3.   
 
Эффект сверхионизации. 
 
      При ЛТР исследованиях F звезд обнаружился следующий  факт: содержание железа, 
определенное линиям Fe I , оказалось меньше содержания,  определенного по линиям 
FeII. На основе не-ЛТР анализа было установлено, что в атмосферах таких    звезд проис-
ходит избыточная ионизация  (сверхионизация) (рис.12). 
 
 
Табл. 3. Перечень химиче-
ских элементов, исследованных  
не-ЛТР  методом казански-
ми астрофизиками. 
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Рис.  12.  Эффект "сверхионизации" в атмосферах  F - звезд. 
 
 
 
      Физическое объяснение этому эффекту такое. Дело в том, что непрерывное излуче-
ние в ультрафиолетовой области спектра оказывается выше планковского излучения. 
т.е.  J > B(T). Это приводит к дополнительной ионизации с нижних уровней  Fe I.  Насе-
ленности этих уровней становятся меньше (bi<1). Соответственно уменьшается интен-
сивность излучения в линиях. С учетом описанного механизма проблема несоответ-
ствия в содержании была решена. 
      Подобный эффект имеет место и для звезд, бедных металлами. Только в этом слу-
чае неравенство J > B (T) обусловлено тем, что из-за малого содержания тяжелых эле-
ментов поглощение  в  непрерывном спектре ослабляется. 
 
Эффект «сверхрекомбинации».   
 
      При ЛТР исследованиях F-сверхгигантов был установлен  следующий факт:  с ростом 
светимости содержание натрия также растет. Не-ЛТР исследования показали, что для 
атома Na I имеет место избыточная рекомбинация на его уровни. Это приводит к усиле-
нию спектральных линий поглощения и уменьшению содержания натрия.  Поправка к 
содержанию достигает величины - 0.7 dex. Надо отметить, что различие между меха-
низмами для Fe I  и  Na I вызвано просто различными свойствами атомов- сильным раз-
личием в сечениях  фотоионизации  (см. табл. 4). 
 
Атом Предел 
ионизации 0 
а0  см
2 
Fe I (a5D) 1569 A 4.o6 * 10-18 
Na I (3s1S) 2415 A 0.09 * 10-18 
K I  (4s1S) 2860 А  0.01 * 10-18 
 
Табл. 4. Сечения фотоионизации  для  некоторых переходов. 
 
Механизм образования калия в ЗА. 
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      Подобный эффект сверхрекомбинации имеется и для атома калия. Его сечение фо-
тоионизации с основного уровня еще меньше: он в 400 раз меньше, чем у железа (см 
табл. 4 ). Этот эффект приводит не только к поправке к содержанию калия, определен-
ного ЛТР методом,  величиной   в  до -0. 60 dex,  но и к установлению механизма обра-
зования калия при термоядерных реакциях .    
     До недавнего времени были предложены два альтернативных механизма такого об-
разования калия: путем взрывного или статичного  горения  кислорода при вспышках 
Сверхновых   NeII. Но ЛТР исследования не позволяют сделать выбор в пользу между  
гипотезами (см. рис. 13). Однако не-ЛТР подход  (см рис. 13)  дает однозначный ответ  в 
пользу гипотезы взрывного характера происхождения калия.   
                                                  
 
 
 
 
Рис.  13.   Сравнение ЛТР и не-ЛТР результатов 
с прогнозами двух механизмов образования 
калия: 
   - сплошная линия -  прогноз теории взрыв-
ного происхождения калия;                                       
- штриховая  линия -  прогноз теории статич-
ного происхождения калия                                                                    
 
 
 
 
 
 
Линии эмиссии  в спектрах звезд  горячих  карликов. 
 
      В спектрах 0 и ранних В-звезд обнаружилась  на  первый  взгляд  интересная особен-
ность.  Покажем это на примере линий углерода  CIII.   Было установлено, что в спектрах 
О - звезд  наблюдается эмиссионная  линия  CIII 9720 А.  Этот факт было трудно объяс-
нить, потому что, во-первых, эти звезды являлись карликами, а  не гигантами  с  протя-
женными атмосферами, и, во-вторых, последующая по каскадному переходу  линия 
CIII4650 A наблюдалась в поглощении (см. рис.  14). Многие объяснения этого эффект  
были несостоятельными. Казанскими астрофизиками было показано, что этот эффект  
является  результатом не-ЛТР эффектов.  
  
44 
 
       
 
 
 
 
Рис.   14.    Модель атома С III.  Линия                                                                    
9720 A, показывающая эмиссию,                                                                     
отображена жирной стрелкой. Линия                                                                     
4650 A, показывающая поглощение,                                                                      
показана жирной пунктирной стрелкой.  
 
 
 
 
Предел ионизации CIII находится на длине волны  259 А. В этой ультрафиолетовой об-
ласти поток непрерывного излучения для О – В звезд сильно меняется при изменении 
температуры.  Поэтому у О - звезд происходит  ионизация C III с нижних уровней  c по-
следующей рекомбинацией на верхние уровни. Это создает предпосылки  для эмиссии 
в линиях, в частности в линии 9720 А.  Линия 4650 A будет в поглощении из-за конку-
рирующих переходов с уровня 3р. У В-звезд из-за меньшего потока излучения в дале-
кой ультрафиолетовой области предпочтительно  происходит ионизация  с верхних 
уровней с последующей рекомбинацией  на  более  нижние уровни.  Это уже не способ-
ствует образованию эмиссии.                        
 
Заключение 
 
      В заключение разумно для молодых исследователей привести следующее сообра-
жение. В 2013 году скончался известный американский астрофизик Дмитрий Михалас,  
основатель не - ЛТР подхода в теории звездных атмосфер. С ним связана одна очень 
поучительная история.  Когда он был аспирантом в 1960-е годы  в  Принстонском уни-
верситете, в его комнату зашел  Лайман Спицер (известный астрофизик мирового уров-
ня) и спросил: «Чем Вы занимаетесь, молодой человек?». Когда  Михалас  ответил, что 
он моделирует в ЛТР звездные атмосферы, мгновенная реакция Спитцера была такой: 
«Это совершенно  бесперспективное  дело, так как масса  атмосферы составляет ни-
чтожную часть массы звезды!».  К счастью для науки Михалас не последовал этому со-
вету и в итоге создал сетку очень важных ЛТР моделей.  
       Чуть позднее к нему зашел другой известный астрофизик Ричард Томас (один из ос-
нователей теории образования солнечной короны) с тем же вопросом. После ответа 
Михаласа, Томас в своей обычной экспрессивной манере воскликнул:  « Это совершен-
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но бесперспективное дело, так как в теории звездных атмосферах  главным является 
учет не-ЛТР  эффектов!»  К счастью  для науки Михалас  прислушался к этой идее и впо-
следствии создал новое направление в астрофизике, учитывающие  большую роль  
неравновесных явлений. 
      Резюме из вышесказанного:  «Чтобы оценить чужой авторитет, необходимо иметь 
собственный!»  Поле деятельности в теории звездных атмосфер весьма широко для 
этого! 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
